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1. Introduction
V. Lafforgue a montre´ dans [4] que tout e´le´ment de KK−the´orie e´quivariante par
rapport a` l’action d’un groupe pouvait s’e´crire comme le produit d’un e´le´ment induit
par un morphisme et de l’inverse en KK−the´orie e´quivariante d’un e´le´ment induit
par un morphisme (c’est a` dire ve´rifiant la condition 2 de la de´finition 2.1 dans le cas
ou` G est un groupe). Ce re´sultat est crucial pour montrer la relation de compatibilite´
”minimale” entre produit en KK−the´orie de Kasparov et application de descente en
KK−the´orie des alge`bres de Banach. La preuve donne´e dans [4] utilise un re´sultat
de K. Thomsen sur l’existence d’unite´s approche´es invariantes (voir [8]). Afin d’e´viter
d’avoir recours a` un re´sultat analogue dans le cas des groupo¨ıdes pour montrer cette
relation de compatibilite´ ”minimale”, nous montrons que tout e´le´ment de KK−the´orie
e´quivariante par rapport a` un groupo¨ıde satisfait une proprie´te´ de de´composition un
peu plus ge´ne´rale que la pre´ce´dente : la proprie´te´ de de´composition (d) (voir de´finition
2.1). Nous renvoyons le lecteur a` [2] et a` [5] pour les de´finitions de la KK−the´orie de
Kasparov et la KK−the´orie des alge`bres de Banach e´quivariantes par l’action d’un
groupo¨ıde.
2. Proprie´te´ de de´composition (d)
Dans tout cet article, les groupo¨ıdes seront suppose´s localement compact et munis
d’un syste`me de Haar et pour tout groupo¨ıde localement compacts G, nous de´signerons
par G-alge`bre une C∗-alge`bre se´parable munie d’une action de G [2].
Definition 2.1. Soient G un groupo¨ıde, A et B deux G-alge`bres et α un e´le´ment de
KKG(A,B). On dit que α a la proprie´te´ de de´composition (d) si α ve´rifie la condition
suivante : il existe
– A0, . . . , An des G-alge`bres avec A = A0 et B = An,
– α1, . . . , αn avec αi ∈ KK
G(Ai−1, Ai) d’une des deux formes suivantes :
(1) αi est induit par un morphisme Ai → Ai+1 ;
(2) Il existe un morphisme θi : Ai+1 → Ai tel que [θi] ⊗Ai αi = 1Ai+1 et
αi ⊗Ai+1 [θi] = 1Ai ou` [θi] ∈ KK
G(Ai+1, Ai) est induit par le morphisme
θi, autrement dit αi est l’inverse en KK-the´orie G-e´quivariante d’un mor-
phisme ;
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2tels que
α = α1 ⊗A1 · · · ⊗An αn.
Le re´sultat principal de cet article est le the´ore`me suivant :
Theorem 2.2. Soit G un groupo¨ıde et soit A et B deux G-alge`bres. Alors tout e´le´ment
α de KKG(A,B) a la proprie´te´ de de´composition (d).
La de´monstration de ce the´ore`me sera donne´e dans la section suivante. La fin de
cette section est consacre´e a` des rappels sur les actions de groupo¨ıdes (voir [2]). Nous
renvoyons le lecteur a` [6] pour la de´finition des groupo¨ıdes et a` [1] pour la notion
de C(X)−alge`bres. Dans toute la suite, G de´signera un groupo¨ıde, X l’espace de ses
unite´s, s : G → X l’application source et r : G → X l’application but. Si x est un
e´le´ment de X, on note Gx = {γ ∈ G tel que r(γ) = x}. On suppose que G est muni
d’un syste`me de Haar (λx)x∈X .
Soit B une C(X)-alge`bre. Pour tout x ∈ X, on note Bx la fibre de B en x et pour
tout b ∈ B on de´signe par b(x) ∈ Bx la fibre de b en x. Soient s
∗B = B ⊗s C0(G) et
r∗B = B ⊗r C0(G) les tire´s en arrie`re respectifs de B par s et r. Les alge`bres s
∗B
et r∗B sont des C(G)-alge`bres dont les fibres en γ ∈ G sont respectivement Bs(γ)
et Br(γ). On rappelle qu’une action de G sur B est la donne´e d’un isomorphisme de
C(G)-alge`bre β : s∗B → r∗B tel que βγ · βγ′ = βγ◦γ′ lorsque s(γ) = r(γ
′).
Soit Ξ un B-module de Hilbert a` droite, on de´finit de meˆme Ξx la fibre de Ξ en x,
s∗Ξ = Ξ ⊗s C0(G) et r
∗Ξ = Ξ ⊗r C0(G) respectivement les tire´s en arrie`re de Ξ par
s et r. Alors, s∗Ξ est un s∗B-module de Hilbert a` droite dont la fibre en γ ∈ G est
Ξs(γ) et r
∗Ξ est un r∗B-module de Hilbert a` droite dont la fibre en γ ∈ G est Ξr(γ).
Si σ est dans r∗Ξ, on note σ(γ) ∈ Ξr(γ) la fibre de σ en γ.
Une action de G sur Ξ est alors la donne´e d’un unitaire V de L(s∗Ξ, r∗Ξ) tel que
Vγ · Vγ′ = Vγ◦γ′ lorsque s(γ) = r(γ
′), la structure de s∗B-module de Hilbert a` droite
sur r∗Ξ e´tant obtenue graˆce a` l’isomorphisme β−1 : r∗B → s∗B.
On de´finit L2(G) le C(X)-module de Hilbert a` droite comme e´tant la comple´tion
de l’alge`bre Cc(G) des fonctions continue sur G a` support compact pour le C0(X)-
produit scalaire 〈φ/φ′〉(x) =
∫
γ∈Gx
φ¯ · φ′dλx(γ) pour tout x ∈ X, ou` φ et φ′ sont
des e´le´ments de Cc(G). Le C(X)-module de Hilbert a` droite L
2(G) est alors muni
d’une action de G (la repre´sentation re´gulie`re gauche de G). Soit Ξ un B-module de
Hilbert a` droite muni d’une action de G. Conside´rons L2(G,Ξ) = Ξ⊗C0(X)L
2(G) muni
de l’action diagonale de G. Soit Cc(G,Ξ) le sous-r
∗B-module de r∗Ξ des e´le´ments a`
support compact, c’est a` dire des e´le´ments de la forme f · σ ou` f est une fonction
de Cc(G) et σ appartient a` r
∗Ξ. On a une inclusion a` image dense de Cc(G,Ξ) dans
L2(G,Ξ).
3. Preuve du the´ore`me 2.2
Pour toute C∗-alge`bre se´parable B et pour tout B-module de Hilbert a` droite Ξ, on
de´signe par L(Ξ) la C∗-alge`bre des endomorphismes adjoinables de L(Ξ) et par K(Ξ)
l’ide´al des ope´rateurs compact de L(Ξ). Le the´ore`me 2.2 est alors une conse´quence
des quatre lemmes suivants.
Lemma 3.1. Soit B une G-alge`bre et soit Ξ un B-module de Hilbert G-e´quivariant.
Supposons que l’ide´al engendre´ par {〈ξ, ν〉 ; (ξ, ν) ∈ Ξ2} soit dense dans B, alors les
e´le´ments
M ∈ KKG(K(Ξ), B)
3et
M ′ ∈ KKG(B,K(Ξ))
induits par les Morita e´quivalences G-e´quivariantes entre B et K(Ξ) ve´rifient la pro-
prie´te´ de de´composition (d).
De´monstration. Soit i1 : B → K(Ξ ⊕ B) et i2 : K(Ξ) → K(Ξ ⊕ B) les inclusions
naturelles. Alors,
– Les e´le´ments [i1] ∈ KK
G(B,K(Ξ ⊕ B)) et [i2] ∈ KK
G(K(Ξ),K(Ξ ⊕ B)) induits
par i1 et i2 sont inversibles en KK-the´orie G-e´quivariante.
– M = [i2]⊗ [i1]
−1 et M ′ = [i1]⊗ [i2]
−1.

On rappelle que pour toutes G-alge`bres A, B et D, P.Y Legall a de´fini [2] un
morphisme naturel τD : KK
G(A,B) −→ KKG(A ⊗ D,B ⊗ D) associant a tout A-
B-bimodule de Kasparov G-e´quivariant (Ξ, pi, T ) le A-B-bimodule de Kasparov G-
equivariant (Ξ ⊗C0(X) D,pi ⊗C0(X) IdD, T ⊗C0(X) IdD). De plus, ce morphisme τD
respecte le produit de Kasparov et par naturalite´, si α ∈ KKG(A,B) ve´rifie la proprie´te´
de de´composition (d), alors τD(α) ve´rifie aussi la proprie´te´ de de´composition (d).
Soit I l’intervalle ]0, 1[ et soit ∂X ∈ KK
G
1 (C0(X), C0(X)⊗C0(I)) l’e´le´ment de bord
de la suite exacte G-e´quivariante
0 −→ C0(X)⊗ C0(I) −→ C0(X)⊗ C0([0, 1[) −→ C0(X) −→ 0.
L’alge`bre C0(X) ⊗ C0([0, 1[) e´tant contractile de fac¸on G-e´quivariante, l’e´le´ment ∂X
est inversible.
Lemma 3.2. Soit A et B deux G-alge`bres et soit α un e´le´ment de KKG1 (A,B) ad-
mettant comme repre´sentant un A-B-bimodule de Kasparov G-e´quivariant (Ξ, pi, T ),
ou` T est un ope´rateur G-e´quivariant de L(Ξ). Alors, il existe α′ ∈ KKG(A⊗C0(I), B)
ve´rifiant la proprie´te´ de de´composition (d) tel que
α = τA(∂X)⊗ α
′.
De´monstration. Rappelons que pi est une repre´sentation A → L(Ξ) telle que pour
tout a ∈ A, le commutateur [pi(a), T ] soit dans K(Ξ). Quitte a` rajouter un A-B-
bimodule de Kasparov G-e´quivariant de´ge´ne´re´, on peut supposer que l’ide´al engendre´
par {〈ξ, ν〉 ; (ξ, ν) ∈ Ξ2} est dense dans B. Posons P =
1
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(IdΞ + T ) et conside´rons la
G-alge`bre
AP = {(x, a) ∈ L(Ξ)⊕A tel que x− P · pi(a) · P ∈ K(Ξ)}.
La suite exacte courte G-e´quivariante
0 −→ K(Ξ) −→ AP −→ A −→ 0
admet comme section comple`tement positive G-e´quivariante a 7→ (P · pi(a) · P, a).
SoitM ∈ KKG(K(Ξ), B) l’e´le´ment imple´mentant la Morita e´quivalence G-e´quivariante
entre B et K(Ξ). D’apre`s [7], le bord de la suite exacte est pre´cise´ment α⊗M . Soit
S = {(x, f) ∈ L(Ξ)⊕ (A⊗ C0([0, 1[)) tel que x− P · pi(f(0)) · P ∈ K(Ξ)},
e : K(Ξ) −→ S
x 7→ (x, 0)
4et
j : A⊗ C0(I) −→ S
f 7→ (0, f)
.
La suite exacte 0 −→ K(Ξ) −→ AP −→ A −→ 0 admettant une section comple`tement
positive et G-e´quivariante, l’e´le´ment [e] ∈ KKG(K(Ξ), S) induit par e est inversible et
d’apre`s [7],
α⊗M = τA(∂X)⊗ [j]⊗ [e]
−1,
ou` [j] est l’e´le´ment de KKG(A ⊗ C0(I), S) induit by j. Le lemme est alors une
conse´quence du lemme 3.1. 
Lemma 3.3.
∂X ⊗ τC0(X)⊗C0(I)(∂X) ∈ KK
G(C0(X), C0(X)⊗ C0(I)⊗ C0(I))
ve´rifie la proprie´te´ de de´composition (d).
De´monstration. Soit A et B deux C∗-alge`bres se´parables. On munit A ⊗ C0(X) et
B ⊗ C0(X) de l’action triviale de G. Le morphisme naturel :
KK(A,B) −→ KKG(A⊗ C0(X), B ⊗ C0(X))
respecte les produits de Kasparov [3]. De plus, ∂X ⊗ τC0(X)⊗C0(I)(∂X) est l’image par
cette application du ge´ne´rateur de Bott de KK(C, C0(R
2)). D’apre`s le lemme 1.6.11
de [4] applique´ au groupe trivial, tout e´le´ment de KK(C, C0(R
2)) ve´rifie la proprie´te´
de de´composition (d). 
Lemma 3.4. Soit A et B deux G-alge`bres et soit α un e´le´ment de KKG(A,B).
Soit M1 ∈ KK
G(K(L2(G)), C0(X)) l’e´le´ment imple´mentant la Morita e´quivalence G-
e´quivariante entre C0(X) et K(L
2(G)). Alors τA(M1) ⊗ α ∈ KK
G(K(L2(G, A)), B)
peut eˆtre repre´sente´ par un K(L2(G, A))-B- bimodule de Kasparov G-e´quivariant dont
l’ope´rateur est G-e´quivariant.
La preuve de ce lemme sera donne´ dans la section suivante.
Fin de la preuve du the´ore`me 2.2 :
Soit A et B deux G-alge`bres et soit α un e´le´ment de KKG(A,B). Soit M1 ∈
KKG(K(L2(G)), C0(X)) l’e´le´ment imple´mentant la Morita e´quivalence G-e´quivariante
entre K(L2(G)) et C0(X). Alors, d’apre`s le lemme 3.4, l’e´le´ment
τA⊗C0(I)(M1)⊗ τA(∂
−1
X )⊗ α ∈ KK
G
1 (K(L
2(G, A))⊗ C0(I), B)
peut eˆtre repre´sente´ par un bimodule de Kasparov (pi,Ξ, T ), ou` T est un ope´rateur
G-e´quivariant de L(Ξ). Or nous savons d’apre`s le lemme 3.2 qu’il existe un e´le´ment
α′ de KKG(K(L2(G, A)) ⊗ C0(I) ⊗ C0(I), B) ve´rifiant la proprie´te´ de de´composition
(d) tel que
τA⊗C0(I)(M1)⊗ τA(∂
−1
X )⊗ α = τK(L2(G,A))⊗C0(I)(∂X)⊗ α
′.
Nous obtenons donc
τA(∂
−1
X )⊗ α = τA⊗C0(I)(M
−1
1 )⊗ τK(L2(G,A))⊗C0(I)(∂X)⊗ α
′
= τA⊗C0(I)(M
−1
1 ⊗ τK(L2(G))(∂X))⊗ α
′.
Le produit M−11 ⊗ τK(L2(G))(∂X) e´tant exte´rieur, il est commutatif et donc
M−11 ⊗ τK(L2(G))(∂X) = ∂X ⊗ τC0(I)(M
−1
1 ).
5On en conclut que
α = τA(∂X)⊗ τA⊗C0(I)(∂X)⊗ τA⊗C0(I)⊗C0(I)(M
−1
1 )⊗ α
′,
et comme
τA(∂X)⊗ τA⊗C0(I)(∂X) = τA(∂X ⊗ τC0(X)⊗C0(I)(∂X)),
le the´ore`me est alors une conse´quence du lemme 3.3.
4. Preuve du lemme 3.4
Les notations et les rappels concernant les actions de groupo¨ıdes ne´cessaire a` cette
section sont rappele´s a` la fin de la section 2. Lorsque B est une G-alge`bre, Ξ un B-
module et T un e´le´ment de L(Ξ), on de´signe pour tout x ∈ X par Tx la fibre de T en
x. Le lemme 3.4 est alors une conse´quence du lemme suivant :
Lemma 4.1. Soit B une G-alge`bre, Ξ un B-module de Hilbert a` droite muni d’une
action de G et F un e´le´ment de L(Ξ).
(1) Il existe un e´le´ment F ′ de L(L2(G,Ξ)) tel que pour tout e´le´ment σ de Cc(G,Ξ),
on ait
F ′ · σ ∈ Cc(G,Ξ)
et
(F ′ · σ)(γ) = Vγ · Fs(γ) · V
−1
γ · σ(γ).
En particulier, l’ope´rateur F ′ est G-e´quivariant.
(2) Si (Ξ, pi, F ) est un A-B-bimodule de Kasparov G-e´quivariant, alors
(L2(G,Ξ), pi′, F ⊗C0(X) IdL2(G))
est un K(L2(G, A))-B-bimodule de Kasparov G-e´quivariant e´quivalent a` (L2(G,Ξ), pi′, F ′),
ou` pi′ est la repre´sentation naturelle de K(L2(G, A)) sur L2(G,Ξ) induite par
pi.
Ce lemme est un corollaire du lemme suivant :
Lemma 4.2. Soit B une G-alge`bre et soit Ξ un B-module de Hilbert a` droite.
(1) Il existe un morphisme de C∗-alge`bres
L(r∗Ξ) −→ L(L2(G,Ξ))
T 7→ T˜
tel que pour tout T appartenant a` L(r∗Ξ) et pour tout σ appartenant a`
Cc(G,Ξ), on ait T˜ · σ ∈ Cc(G,Ξ) et (T˜ · σ)(γ) = Tr(γ) · σ(γ).
(2) Si T ∈ K(r∗Ξ), alors pour tout Θ ∈ K(L2(G)), on a
(IdΞ ⊗C0(X) Θ) · T˜ ∈ K(L
2(G,Ξ)).
De´monstration. Si σ est un e´le´ment de Cc(G,Ξ), alors σ
′ = T ·σ appartient a` Cc(G,Ξ),
〈σ′/σ′〉(x) =
∫
γ∈Gx
〈Tx · σ(γ)/Tx · σ(γ)〉 dλ
x(γ)
≤ ‖T‖2
∫
γ∈Gx
〈σ/σ〉(γ) dλx(γ)
6et donc, σ 7→ σ′ de´finit un e´le´ment T˜ ∈ L2(G,Ξ). On ve´rifie aise´ment que T → T˜ est
un morphisme de C∗-alge`bres. Pour montrer le deuxie`me point du lemme, on peut
supposer Θ et T de rang un. Lorsque η1 et η2 sont des e´le´ments de Ξ, on note
ΘΞη1,η2 : Ξ −→ Ξ
η 7→ η1〈η2/η〉
Soit e1 et e2 deux e´le´ments de Ξ et soit φ1, φ2, ψ1 et ψ2 des e´le´ments de Cc(G). Alors
(IdΞ ⊗C0(X) Θ
L2(G)
ψ1,ψ2
) · Θ˜r
∗Ξ
e1⊗rφ1,e2⊗rφ2
= Θ
L2(G,Ξ)
e1⊗
C0(X)
ψ1,e2⊗
C0(X)
φ1φ2ψ2

Fin de la preuve du lemme 4.1 :
Soit (Ξ, pi, F ) un A-B-bimodule de Kasparov G-e´quivariant et soit T = V · (F ⊗s
IdC0(G)) · V
−1 ∈ L(r∗Ξ). Alors
Tr(γ) = Vγ · Fs(γ) · V
−1
γ .
Posons F ′ = T˜ . D’apre`s le lemme 4.2,
(F ′ · σ)(γ) = Vγ · Fs(γ) · V
−1
γ · σ(γ),
et donc F ′ et G-e´quivariant. Soit Θ un e´le´ment de K(L2(G)). Montrons que pour tout
a ∈ A, on a
(pi(a)⊗C0(X) Θ) · (F ⊗C0(X) IdL2(G) − F
′) ∈ K(L2(G,Ξ)).
On peut supposer que Θ = Θ′ ·φ ou` Θ′ ∈ K(L2(G)) (l’action de Cc(G) sur L
2(G) e´tant
par multiplication ponctuelle). On a
(pi(a)⊗C0(X) Θ) · (F ⊗C0(X) IdL2(G) − F
′) =
(IdΞ ⊗C0(X) Θ
′) · (pi(a)⊗C0(X) φ) · (F ⊗C0(X) IdL2(G) − F
′).
Mais (pi(a)⊗C0(X) φ) · (F ⊗C0(X) IdL2(G) − F
′) est l’image de
(pi(a)⊗r φ) · (F ⊗r IdC0(G) − V · F ⊗s IdC0(G) · V
−1)
par le morphisme du lemme 4.2, et comme (Ξ, pi, F ) est un A-B-bimodule de Kasparov
G-e´quivariant, on a
(pi(a)⊗r φ) · (F ⊗s IdC0(G) − V · (F ⊗s IdC0(G)) · V
−1) ∈ K(r ∗ Ξ).
Donc, d’apre`s le lemme 4.2.2,
(pi(a)⊗C0(X) Θ) · (F ⊗C0(X) IdL2(G) − F
′) ∈ K(L2(G,Ξ))
et donc (L2(G,Ξ), pi′, F ′) est un A-B-bimodule de Kasparov G-e´quivariant e´quivalent
a` (L2(G,Ξ), pi′, F ⊗C0(X) IdL2(G)).
75. Application
Nous allons montrer graˆce au the´ore`me 2.2 l’analogue de la proposition 1.6.10 de
[5]. Pour les de´finitions de comple´tion inconditionnelle pour un groupo¨ıde ainsi que
de l’application de descente en KK−the´orie des alge`bres de Banach e´quivariantes par
l’action d’un groupo¨ıde, nous renvoyons le lecteur a` [5].
Proposition 5.1. Soit
– G un groupo¨ıde localement compact muni d’un syste`me de Haar,
– A(G) une comple´tion inconditionnelle de l’alge`bre de convolution Cc(G),
– A, B et D des G-alge`bres,
– jA le foncteur de descente
– Σ le foncteur naturel KKban(·, ·) −→ Hom(K(·),K(·)).
Alors pour tous e´le´ments α de KKG(A,B) et β de KKG(B,D), on a
Σ(jA(α⊗ β)) = Σ(jA(α)) ◦ Σ(jA(β)).
De´monstration. D’apre`s le the´ore`me 2.2, il suffit de conside´rer les e´le´ments α d’une
des deux formes de la de´finition 2.1.
(1) Si α est induit par un morphisme, ceci est une conse´quence de la fonctorialite´
de Σ, jA et de KK
G(·, ·) −→ KKbanG (·, ·).
(2) Soit θ : B → A tel que [θ] ⊗A α = 1B et α ⊗B [θ] = 1A ou` [θ] ∈ KK
G(B,A)
est induit par le morphisme θ. En e´crivant
β = [θ]⊗A α⊗B β,
on a d’apre`s le raisonnement pre´ce´dent
Σ(jA(β)) = Σ(jA([θ])) ◦ Σ(jA(α⊗B β)).
La proposition est alors une conse´quence de l’e´galite´
Σ(jA(α)) ◦ Σ(jA(θ)) = IdK(A),
re´sultant de la fonctorialite´ de jA et de Σ.

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